
 

 

11 Σσνδσαζηικές αζκήζεις με τρήζη  

γραθικής παράζηαζης 
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1. Σην δηπιαλό ζρήκα δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο  

ζπλάξηεζεο f. Να ππνινγίζεηε ηα παξαθάηω όξηα: 

   α)  
x 1
lim f x


            β) 
 

 

2

1

x 1

x 1

e
lim

f x




  

   γ) 
 

x 2

f x
lim

x 2 
          δ) 

  
x 1

f x 1 x
lim

x 1




  

   ε)  
 x 1

1
lim f x εκ

f x

 
 
  

              ζη)  
   

   

2

2x 1

f x 3f x 1
lim

1 f x 5f x

 

 
 

   δ) 
 2x 2

ln x 2
lim

f x


   ε)   

x 0

1
lim f x 1 εκ

x

 
 

 
  

   ζ) 
 

 x 0

x f 1
lim

f x 1

 


    η) 

 

 

3

2
x 0

f x 1
lim

f x 1




 

 

2. Σην δηπιαλό ζρήκα δίλνληαη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο  

     ηωλ ζπλαξηήζεωλ f,g.Να ππνινγίζεηε ηα παξαθάηω όξηα: 

   α) 
 

 x 2

g x
lim

f x
       

   β)    
x 0
lim f x g x


     

   γ) 
 

 x 0

g x 6
lim

f x


        

   δ)     
x 0
lim g x 6 εκf x



      

   ε) 
 

 x 2

f x 2
lim

g x 2




  

 

 

3. Σην δηπιαλό ζρήκα δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο ζπλάξηεζεο 

f. 

   A. Να ππνινγίζεηε ηα παξαθάηω όξηα: 

      α) 
 x 1

1
lim

f x

         β) 
 x 2

1
lim

f x
   

     γ)  
 x

1
lim f x εκ

f x

 
  
 

    δ) 
 

 
x

1
lim εκf x

f x

 
  
 

   

   B. Δίλεηαη ε ζπλάξηεζε      3g x f x f x , x 1   . 

      α) Να δείμεηε όηη ε g είλαη γλεζίωο αύμνπζα. 

      β) Να βξείηε γηα x 1   ην πιήζνο ηωλ ιύζεωλ ηεο εμίζωζεο  

             3f x f x 1821  . 

   Γ. Να δείμεηε όηη ε εμίζωζε  xf x 3x 1   έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ξίδα κεγαιύηεξε  από ην 1. 
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4. Σην παξαθάηω ζρήκα δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε  

κηαο ζπλάξηεζεο f. 

   α) Να δείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε      3g x f x f x    

       παξνπζηάδεη κέγηζην, ην νπνίν θαη λα βξείηε. Σηε  

      ζπλέρεηα λα βξείηε ηα α,β,γ  γηα ηα νπνία ηζρύεη όηη  

             f α f β f γ 6   . 

   β) Να ππνινγίζεηε ηα όξηα: 

      i. 
 

 2x 1

f x 3 2
lim

f x 1

 


      

      ii. 
 

 x

f x 3
lim

f x


        iii. 

 

 

2

3x 0

f x 8 4
lim

f x 8

 


  

   γ) Να δείμεηε όηη ε εμίζωζε    g x f x 8x   έρεη αθξηβώο κία ζεηηθή ξίδα. 

   δ) Να ιύζεηε ηελ αλίζωζε        3 4 3 2 2 4f x f x f x f x   . 

 
 

5. Δίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f,g  ηωλ νπνίωλ νη γξαθηθέο  

παξαζηάζεηο δίλνληαη ζην δηπιαλό ζρήκα. Επίζεο  

     δίλεηαη  ε ζπλάξηεζε θ κε ηύπν 

     

 

 

 

*

u 0

εκ αx
β,x 0

x

1
θ x lim ,x 0 ,α ,β

g u

h x ,x 0




 




   

 



,όπνπ   

      
 2x γ 1 x δ 2

h x , x 0, γ,δ
x

   
   . 

  A.α) Να βξείηε ηα πεδία νξηζκνύ ηωλ ζπλαξηήζεωλ f,g. 

      β) Να βξείηε ηα    
x x 0
lim θ x , lim θ x

 
ζπλαξηήζεη ηωλ α θαη β. 

      γ) Να βξείηε ην  θ 0 . 

         Αλ  
x 0

α limf x


  θαη ε ζπλάξηεζε θ είλαη ζπλερήο ,λα βξείηε : 

    B.α)  ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο α, β.   

        β) ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο γ, δ αλ ππάξρεη ην  
x 0
limh x


,ην νπνίν θαη λα βξείηε. 

        γ) ηνλ ηύπν ηεο θ.   

        δ) Να δείμεηε όηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηωλ ζπλαξηήζεωλ θ θαη  α x x 2π   ηέκλνληαη ζ’  

             έλα ηνπιάρηζηνλ ζεκείν κε ηεηκεκέλε αξλεηηθή θαη κεγαιύηεξε ηνπ 2π  . 
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6. Δίλεηαη ζπλάξηεζε f παξαγωγίζηκε ζην  θαη ε ζπλάξηεζε  

    
    2g x f x x 6    ηεο νπνίαο ε γξαθηθή παξάζηαζε δίλεηαη  

      ζην δηπιαλό ζρήκα. 

   α) Να κειεηήζεηε ηελ f ωο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα. 

   β) Να δείμεηε όηη ε fC  δέρεηαη νξηδόληηα εθαπηνκέλε ζην 0x 0 . 

   γ)  Να δείμεηε όηη ππάξρνπλ  1 2μ ,μ 2,2   ηέηνηα, ώζηε    

                              1 2f μ f μ 0   . 

   δ)  Να ππνινγίζεηε ηα όξηα:  

      i)  
 x

1
lim

g x
  ii) 

 
x 0

g x 4
lim

εκx


  iii)    g x

x
lim g x e


 
 

  

ε) Να δείμεηε όηη ε εμίζωζε     4 3 2g x x 3 f x x 6x 10x       έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ξίδα ζην  3,4 . 

 

 

7. Δίλεηαη ζπλάξηεζε f παξαγωγίζηκε ζην  0,  θαη ε ζπλάξηεζε 

   xg x e f x  ηεο νπνίαο ε γξαθηθή παξάζηαζε δίλεηαη ζην δηπιαλό 

ζρήκα. 

  α) Να δείμεηε όηη ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα. 

  β) Να δείμεηε όηη  
x
lim f x 0


 . 

  γ) Να βξείηε ην πιήζνο ηωλ ιύζεωλ ηεο εμίζωζεο  f x α, α  . 

  δ) Αλ ε g  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  0,  , λα       

      δείμεηε όηη      2g 5 g 4 g 6   . 

    ε) Να ππνινγίζεηε ηα όξηα:  

    i.  
 x 0

1
lim

g x 10 
           ii. 

 
 

x

1
lim εκf x

f x

 
 
  

   iii.  
 x

1
lim f x εκ

f x

 
 
  

  

ζη) Υιηθό ζεκείν Μ θηλείηαη επί ηεο gC  θαη ε ηεηκεκέλε ηνπ απμάλεηαη κε ξπζκό 1  

   κνλάδα ην δεπηεξόιεπην. Αλ   3f 3 e   λα βξείηε ηελ ηαρύηεηα απνκάθξπλζήο ηνπ  

   από ηελ αξρή ηωλ αμόλωλ, ηε ρξνληθή ζηηγκή πνπ δηέξρεηαη από ην ζεκείν  A 3,4 . 

 

8. Δίλεηαη ζπλάξηεζε f  παξαγωγίζηκε ζην  θαη ε ζπλάξηεζε 

   g x f x x 1    ηεο νπνίαο ε γξαθηθή παξάζηαζε δίλεηαη ζην 

δηπιαλό ζρήκα. 

  α) Να δείμεηε όηη ε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα. 

  β) Να βξείηε ην πιήζνο ηωλ ιύζεωλ ηεο εμίζωζεο  f x 2018 . 

  γ) Να βξείηε ηελ εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην 0x 0 . 

  δ) Να δείμεηε όηη ε f   είλαη ζπλερήο ζην  0x 0 . 

  ε) Να ππνινγίζεηε ηα όξηα:   

       i.  
   x x

x 0

e f x e f x 1
lim

2x

  
 θαη        ii.       2

x
lim f x f x f x


    

  ζη) Υιηθό ζεκείν Μ θηλείηαη επί ηεο fC  θαη ε ηεηκεκέλε ηνπ απμάλεηαη κε ξπζκό 1 κνλάδα ην  

       δεπηεξόιεπην. Να βξείηε ηνλ ξπζκό κεηαβνιήο ηεο απόζηαζήο ηνπ από ηελ αξρή ηωλ αμόλωλ, ηε  

       ρξνληθή  ζηηγκή πνπ δηέξρεηαη από ην ζεκείν   A 0,f 0 . 
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9. Δίλεηαη ζπλάξηεζε f παξαγωγίζηκε ζην  0,  θαη ζπλάξηεζε  

g:  0,   κε  
  xf x e

g x
x


  θαη  g 1 2e   , ηεο νπνίαο ε  

γξαθηθή παξάζηαζε δίλεηαη ζην δηπιαλό ζρήκα. 

  α) Να ππνινγίζεηε ηα όξηα: 

        i. 
 x 0

1
lim

f x 1 
        ii. 

 
x 1

g x
lim

x 1 
                   iii. 

 

2

x 1

x x
lim

f x e




  

  β) Αθνύ δείμεηε όηη   f 1 e , λα ππνινγίζεηε ηα όξηα: 

        i.  
x
lim f x


              ii.  
x 0
limf x


    

  γ) Αλ 0 α β   λα δείμεηε όηη     α ββf α αf β βe αe   . 

  δ) Να δείμεηε ππάξρεη  μ 1,   ηέηνην, ώζηε  f μ 9  .  

 

10. Έζηω δύν θνξέο παξαγωγίζηκε ζπλάξηεζε f :  . 

Σην δηπιαλό ζρήκα δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο παξαγώγνπ  

ηεο f ζην δηάζηεκα  1,5 . 

  α)i. Να πξνζδηνξίζεηε ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία ε f είλαη 

        γλεζίωο αύμνπζα, γλεζίωο θζίλνπζα θαη λα βξείηε ηηο  

       ζέζεηο ηνπηθώλ αθξνηάηωλ ηεο. 

    ii. Να πξνζδηνξίζεηε ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία ε f είλαη     

        θπξηή, θνίιε θαη ηηο ζέζεηο ηωλ ζεκείωλ θακπήο ηεο. 

   β) Έζηω όηη ε f, είλαη πνιπώλπκν ηεηάξηνπ βαζκνύ.  

      i.  Να βξείηε ηελ f   θαη λα ζρεδηάζεηε ηελ ππόινηπε  

         γξαθηθή ηεο παξάζηαζε. 

     ii. Να βξείηε ηελ f, αλ επηπιένλ γλωξίδεηε όηη  f 0 1 . 

    iii. Να θάλεηε κηα πξόρεηξε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f. 

 

 

 

 

 

11. Δίλεηαη ε ζπλάξηεζε   f : 2,3   δύν θνξέο 

     παξαγωγίζηκε κε ζπλερή πξώηε παξάγωγν. 

     Από ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f   ε νπνία θαίλεηαη  

    ζην δηπιαλό ζρήκα λα απαληήζεηε ηα επόκελα εξωηήκαηα  

    αλ ηζρύνπλ 

   ●   f 2 2   ,  
3 7

f 1 0,f
2 2

 
   

 
 

   ●   1 2Ε 6,Ε 1   θαη 3Ε 2 .   

α)  Να βξείηε ηα δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο θαη ηα αθξόηαηα ηεο f. 

β) Να κειεηήζεηε ηελ f ωο πξνο ηελ θπξηόηεηα θαη ηα  

     ζεκεία θακπήο. 

γ) Να θάλεηε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f.  

δ) i. Να βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f. 

    ii. Nα ιύζεηε ηελ εμίζωζε  f x α   
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Λύζεης 
 

 

1. Σην δηπιαλό ζρήκα δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο  

     ζπλάξηεζεο f. Να ππνινγίζεηε ηα παξαθάηω όξηα: 

   α)  
x 1
lim f x


            β) 
 

 

2

1

x 1

x 1

e
lim

f x




  

   γ) 
 

x 2

f x
lim

x 2 
          δ) 

  
x 1

f x 1 x
lim

x 1




  

   ε)  
 x 1

1
lim f x εκ

f x

 
 
  

              ζη)  
   

   

2

2x 1

f x 3f x 1
lim

1 f x 5f x

 

 
 

   δ) 
 2x 2

ln x 2
lim

f x


   ε)   

x 0

1
lim f x 1 εκ

x

 
 

 
  

   ζ) 
 

 x 0

x f 1
lim

f x 1

 


    η) 

 

 

3

2
x 0

f x 1
lim

f x 1




 

Λύζε 

 

α) Είλαη    
x 1 x 1
lim f x lim f x 0

  
   

 

β) 
 

 
 

 
 

2

2

1
1

x 1
x 1

x 1 x 1

e 1
lim lim e

f x f x




 

 
        
 
 

 γηαηί 

     
 

 
2

2

x 1

1
u1

x 1
x 1 u

x 1 lim u u
lim e lim e








  
   θαη 

   

 

x 1

f x u

x 1 lim f x 0 u 0

1 1
lim lim

f x u





  
     

 

γ) 
 

   
x 2 x 2

f x 1
lim lim f x 1

x 2 x 2  

 
         

 γηαηί  
x 2
lim f x 1


  θαη 

x 2 u

x 2 x 2 u 0

u 0

1 1
lim lim

x 2 u  



 

   



  


 

 

δ) 
      

  
   

x 1 x 1 x 1

f x 1 x f x 1 x 1 x f x 1 x
lim lim lim

x 1 x 1 1 x  

   
 

    1 x   1 x



  

           
x 1

1 1
lim f x

21 x

   
         

   
 

 

ε)  
 

 

x 1

1
u

f x

x 1 lim u 0 u 0 u 0

1 1 εκu
lim f x εκ lim εκu lim 1

f x u u




   

   
     

   
  

 

ζη) Είλαη  
   

     

 

x 1

2 2
f x u

2 2x 1 limf x u

f x 3f x 1 u 3u 1
lim lim

1 f x 5f x 1 u 5u



  

   


   
 

     Επεηδή  2 2

u u
lim u 3u 1 lim u
 

      είλαη 
2u 3u 1 0    θνληά ζην    θαη  

    επεηδή  2

u
lim 1 u


    είλαη 
21 u 0   θνληά ζην   , νπόηε:     
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2 2 2

2 22u u u

u 3u 1 u 3u 1 u
lim lim lim 1

u 1 5u u1 u 5u  

   
  

  
 

 

δ) 
   

 
2 2x 2 x 2

ln x 2 1
lim lim ln x 2

f x f x 

 
         

  
 γηαηί  

    
x 2

x 2 u

x 2 lim u 0 u 0
limln x 2 lim ln u





 

  
     θαη 

   

 

x 2

f x u

2 2x 2 lim f x 0 u 0

1 1
lim lim

f x u




  
     

 

ε) Γηα θάζε x 0  είλαη       
1 1

f x 1 εκ f x 1 εκ f x 1
x x

        

             
1

f x 1 f x 1 εκ f x 1
x

       

      Επεηδή  
x 0
lim f x 1 0


   από ην θξηηήξην παξεκβνιήο είλαη θαη   
x 0

1
lim f x 1 εκ 0

x

 
  

 
 

 

ζ) 
 

 
 

 
 

x 0 x 0

x f 1 1
lim lim x 2 2

f x 1 f x 1  

  
        

   
 γηαηί 

        
x 0
lim f x 1, f x 1


   γηα θάζε  x 0,1  νπόηε 

 x 0

1
lim

f x 1
 


 

 

η) 
 

 

     

    

2
3 3 3

3 3f x u

2 2 2u 1 u 1 u 1x 0 3 3

u 1 u u 1f x 1 u 1
lim lim lim

f x 1 u 1 u 1 u 1 u u 1




  

       
  

      
  

 

                   

                            
 

    

3
33

2u 1 u 13 3

u 1 u 1
lim lim

u 1 u 1 u u 1
 

 
 

    
  

 u 1    
2

3 3

1

6u 1 u u 1


   
  

 

 

2. Σην δηπιαλό ζρήκα δίλνληαη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο  

     ηωλ ζπλαξηήζεωλ f,g.Να ππνινγίζεηε ηα παξαθάηω όξηα: 

   α) 
 

 x 2

g x
lim

f x
        

   β)    
x 0
lim f x g x


     

   γ) 
 

 x 0

g x 6
lim

f x


        

   δ)     
x 0
lim g x 6 εκf x



      

   ε) 
 

 x 2

f x 2
lim

g x 2




  

 

Λύζε 

 

α) 
 

 
 

 
 

x 2 x 2

g x 1
lim lim g x 2

f x f x 

 
        

  

γηαηί  
x 2
limg x 2


   θαη 
 

 

x 2

f x u

x 2 lim u 0, u 0

u 0 γηα x 2

1 1
lim lim

uf x 





  

 

     
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β)      
x 0
lim f x g x 5


          

 

γ) 
 

 
  

 x 0 x 0

g x 6 1
lim lim g x 6 0 0 0

f x f x
 

  

 
      

  
 , αθνύ  

       
x 0
lim g x 6 6 6 0


      θαη  

 

 

x 0

f x u

lim u ux 0

1 1
lim lim 0

f x u





 
       

 

 δ) Γηα θάζε x 0, 1             g x 6 εκf x g x 6 εκf g  x x 6        

            g x 6 g x 6 εκf x g x 6      

    Επεηδή   
x 0
lim g x 6 0


  , από ην θξηηήξην παξεκβνιήο είλαη θαη     

x 0
lim g x 6 εκf x 0



      

 

ε) 
 

 
 

 
 

x 2 x 2

f x 2 1
lim lim f x 2

g x 2 g x 2  

 
       

   
 γηαηί  

       
x 2

x 2 u

lim u 0x 2 u 0
lim f x 2 lim f u

 



 

 
     θαη 

 x 2

1
lim

g x 2
 


 αθνύ  

      
x 2
lim g x 2 2 2 0


      θαη    g x 2 g x 2 0      γηα θάζε x 2   

 

 

3. Σην δηπιαλό ζρήκα δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο ζπλάξηεζεο f. 

   A. Να ππνινγίζεηε ηα παξαθάηω όξηα: 

      α) 
 x 1

1
lim

f x

         β) 
 x 2

1
lim

f x
   

     γ)  
 x

1
lim f x εκ

f x

 
  
 

    δ) 
 

 
x

1
lim εκf x

f x

 
  
 

   

   B. Δίλεηαη ε ζπλάξηεζε      3g x f x f x , x 1   . 

      α) Να δείμεηε όηη ε g είλαη γλεζίωο αύμνπζα. 

      β) Να βξείηε γηα x 1   ην πιήζνο ηωλ ιύζεωλ ηεο εμίζωζεο    3f x f x 1821  . 

   Γ. Να δείμεηε όηη ε εμίζωζε  xf x 3x 1   έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ξίδα κεγαιύηεξε  από ην 1. 

Λύζε 

 

α) Είλαη  
x 1
lim f x


  , νπόηε 

 

 f x y

y yx 1

1 1
lim lim 0

f x y



 
  . 

 

β) Είλαη
     x 2 x 2 x 2

1 1 1
lim lim lim

f x f xf x    
    


 γηαηί  

x 2
lim f x 0


  θαη  f x 0  γηα θάζε  x 1,2 . 

 

γ) Επεηδή  
x
lim f x 0


  θαη  f x 0  θνληά ζην   είλαη 
 x

1
lim

f x
  . 

      
 

 
1

ω
f x

x ω ω ω

1 1 εκω
lim f x εκ lim εκω lim 0

f x ω ω



   

   
         

  γηαηί: 

     
εκωεκω 1 1 εκω 1

ω ω ω ω ω ω
        
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     Είλαη 
ω ω

1 1
lim 0 lim

ω ω 

 
    

 
 , νπόηε από ην θξηηήξην παξεκβνιήο είλαη θαη 

ω

εκω
lim 0

ω
 . 

δ)  
 

 
 f x y

x y 0 y 0 y 0

1 1 εκy
lim εκf x lim εκy lim 1

f x y y



   

   
      

  
    

 

Β. α) Από ην ζρήκα παξαηεξνύκε όηη ε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  ,1 . 

       Γηα θάζε  1 2x ,x ,1   κε 1 2x x  είλαη    1 2f x f x  (1) θαη     3 3

1 2f x f x  (2). 

       Από (1)+(2)             3 3

1 1 2 2 1 2f x f x f x f x g x g x     , άξα ε g  είλαη γλεζίωο αύμνπζα  

       ζην  ,1 . 

 

     β)      3f x f x 1821 g x 1821     

          Επεηδή   
x
lim f x 0


 , είλαη   3

x
lim g x 0 0 0


   . 

         Επεηδή  
x 1
lim f x


  , είλαη  

 

 
f x y

3 3

y y yx 1
lim g x lim y y lim y





  
     . 

        Η g είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  Α ,1  , νπόηε έρεη αληίζηνηρν ζύλνιν ηηκώλ ην  

               
x x 1

g Α lim g x , lim g x 0,
 

   . 

        Επεηδή ην 1821 βξίζθεηαη ζην ζύλνιν ηηκώλ ηεο g, ππάξρεη 0x Α  ηέηνην, ώζηε  0g x 1821  θαη  

        επεηδή ε g είλαη γλεζίωο αύμνπζα, ην 0x  είλαη κνλαδηθό. 

 

Γ.      
x 1 1 1

xf x 3x 1 f x 3 f x 3 0
x x



          . 

     Έζηω    
1

h x f x 3 , x 1
x

     . 

     Είλαη    
x 1 x 1

1
lim h x lim f x 3 3 1

x  

 
        

 
 , νπόηε ππάξρεη α 1  , όπνπ ν α είλαη πνιύ  

     θνληά ζην 1 ηέηνην, ώζηε  h α 0 . 

    Είλαη    
x x

1
lim h x lim f x 3 3 0

x 

 
        

 
, άξα ππάξρεη θάπνηνο πνιύ κεγάινο αξηζκόο β  

     ηέηνηνο ώζηε  h β 0 . 

     Είλαη    h α h β 0  θαη επεηδή ε h είλαη ζπλερήο ζην  α,β  ωο άζξνηζκα ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ,  

     ζύκθωλα κε ην ζεώξεκα h ε εμίζωζε    
1

h x 0 f x 3 0
x

      έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ξίδα ζην  

        α,β 1,  . 

 

 

4. Σην παξαθάηω ζρήκα δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο  

     ζπλάξηεζεο f. 

   α) Να δείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε      3g x f x f x    

       παξνπζηάδεη κέγηζην, ην νπνίν θαη λα βξείηε. Σηε ζπλέρεηα  

      λα βξείηε ηα α,β,γ  γηα ηα νπνία ηζρύεη όηη  

             f α f β f γ 6   . 

   β) Να ππνινγίζεηε ηα όξηα: 

      i. 
 

 2x 1

f x 3 2
lim

f x 1

 


     ii. 

 

 x

f x 3
lim

f x


        iii. 

 

 

2

3x 0

f x 8 4
lim

f x 8

 


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   γ) Να δείμεηε όηη ε εμίζωζε    g x f x 8x   έρεη αθξηβώο κία ζεηηθή ξίδα. 

   δ) Να ιύζεηε ηελ αλίζωζε        3 4 3 2 2 4f x f x f x f x   . 

Λύζε 

 

α) Σην ζρήκα παξαηεξνύκε όηη ε f έρεη κέγηζην ην 2 γηα x 0 , δειαδή  f x 2  γηα θάζε x . Τόηε 

 3f x 8  θαη κε πξόζζεζε θαηά κέιε:      3f x f x 8 2 g x 10     . 

     Όκωο      3g 0 f 0 f 0 8 2 10     , άξα    g x g 0 , νπόηε ε g έρεη κέγηζην ην 10  γηα x 0 . 

     Είλαη      f α 2, f β 2, f γ 2    νπόηε      f α f β f γ 6   , άξα ε ζρέζε      f α f β f γ 6    

     ηζρύεη κόλν όηαλ      f α f β f γ 2    άξα α β γ 0    . 

    β) i. Είλαη    
x 1
limf x f 1 1


   , νπόηε: 

          
 

 

     
        

2x 1 x 1

f x 3 2 f x 3 2f x 3 2
lim lim

f x 1 f x 1 f x 1 f x 3 2 

    
 

    
 

         
  

        
 

        

2
2

x 1 x 1

f x 3 2 f x 3 4
lim lim

f x 1 f x 1 f x 3 2 f x 1 f x 1 f x 3 2 

   
 

       
 

        
 

x 1

f x 1
lim




  f x 1      
1 1

2 4 8f x 1 f x 3 2
 

  
 

 

      ii. Επεηδή  
x
lim f x 0


  θαη  f x 0  γηα θάζε x , είλαη: 

      
 

 

 

 
f x y

x y 0 y 0 y 0

f x 3 y 3 1
lim lim lim y 3

f x y y  



   

  
     

 
  

 

   iii. Επεηδή   2

x 0
lim f x 8 4 8 4 0


       , είλαη  2f x 8 0   θνληά ζην 0, νπόηε: 

        
 

 

 

 

 

 

2 2 2

3 3 3x 0 x 0 x 0

f x 8 4 8 f x 4 4 f x
lim lim lim

f x 8 f x 8 f x 8  

    
  

  
  

        
  

x 0

f x 2
lim


    

  

f x 2

f x 2



     2

4 1

4 4 4 3f x 2f x 4
   

  
 

 

γ)        3g x f x 8x f x 2f x 8x 0       

   Έζηω      3h x f x 2f x 8x, x 0     .Είλαη      3h 0 f 0 2f 0 8 0 12 0        θαη    

        3

x x
lim h x lim f x 2f x 8x 0 0
 

          , νπόηε ππάξρεη ζεηηθόο αξηζκόο α πνιύ θνληά  

   ζην   ηέηνηνο, ώζηε  h α 0 .  

   Είλαη    h 0 h α 0  θαη επεηδή ε h είλαη ζπλερήο ωο άζξνηζκα ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ 

   (από ην ζρήκα ζπκπεξαίλνπκε όηη ε f είλαη ζπλερήο), ζύκθωλα κε ην Θ.Bolzano, ε εμίζωζε  

         h x 0 g x f x 8x    έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ξίδα ζην  0,α , δειαδή  

   έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ζεηηθή ξίδα. 

    2
ος

 ηρόπος 

   
       3g x f x 8x f x 2f x 8x 0       

   Έζηω      3h x f x 2f x 8x, x 0     . 

   Είλαη      3h 0 f 0 2f 0 8 0 12 0      ,      3h 1 f 1 2f 1 8 1 5 0        
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   επεηδή ε h είλαη ζπλερήο ωο άζξνηζκα ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ (από ην ζρήκα ζπκπεξαίλνπκε όηη ε f  

   είλαη ζπλερήο), ζύκθωλα κε ην Θ.Bolzano, ε εμίζωζε      h x 0 g x f x 8x    έρεη ηνπιάρηζηνλ  

   κηα ξίδα ζην  0,1 , δειαδή έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ζεηηθή ξίδα. 

   Γηα θάζε           
f

3 3

1 2 1 2 1 20 x x f x f x 1 f x f x 2     
2

 θαη από          1 21 2 g x g x 3     

   Επηπιένλ 
1 28x 8x    (3), νπόηε από            1 21 2 3 h x h x h 0,     2  νπόηε ε  

    πξνεγνύκελε ξίδα είλαη κνλαδηθή. 

 

δ)                3 4 3 2 2 4 3 4 4 3 2 2f x f x f x f x f x f x f x f x           4 2g x g x  (1) 

    Αξρηθά από ην ζρήκα παξαηεξνύκε όηη ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  0,  . 

    Έζηω 1 2x ,x 0  κε 1 2x x , ηόηε:    1 2f x f x  (2) θαη    3 3

1 2f x f x  (3), νπόηε  

    κε πξόζζεζε θαηά κέιε ηωλ (2), (3) έρνπκε: 

              3 3

1 1 2 2 1 2f x f x f x f x g x g x      άξα ε g είλαη γλεζίωο θζίλνπζα  

   ζην  0,  . Η (1) γίλεηαη:    4 2 4 2g x g x x x     

    
2x 0

4 2 2 2 2 2x x 0 x x 1 0 x 1 0 x 1 x 1 ή x 1


               

 

5. Δίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f,g  ηωλ νπνίωλ νη γξαθηθέο  

      παξαζηάζεηο δίλνληαη ζην δηπιαλό ζρήκα. Επίζεο  

     δίλεηαη  ε ζπλάξηεζε θ κε ηύπν 

     

 

 

 

*

u 0

εκ αx
β,x 0

x

1
θ x lim ,x 0 ,α ,β

g u

h x ,x 0




 




   

 



,όπνπ   

      
 2x γ 1 x δ 2

h x , x 0, γ,δ
x

   
   . 

A. α) Να βξείηε ηα πεδία νξηζκνύ ηωλ ζπλαξηήζεωλ f,g. 

     β) Να βξείηε ηα    
x x 0
lim θ x , lim θ x

 
ζπλαξηήζεη ηωλ α θαη β. 

     γ) Να βξείηε ην  θ 0 . 

         Αλ  
x 0

α limf x


  θαη ε ζπλάξηεζε θ είλαη ζπλερήο ,λα βξείηε : 

B. α) ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο α, β.   

     β) ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο γ, δ αλ ππάξρεη ην  
x 0
limh x


,ην νπνίν θαη λα βξείηε. 

     γ) ηνλ ηύπν ηεο θ.   

     δ) Να δείμεηε όηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηωλ ζπλαξηήζεωλ θ θαη  α x x 2π   ηέκλνληαη ζ’ έλα  

         ηνπιάρηζηνλ ζεκείν κε ηεηκεκέλε αξλεηηθή θαη κεγαιύηεξε ηνπ 2π  . 

Λύζε 

 

A. α)      f gΑ 2, ,A ,0 0,       . 

      β)   
 

x x

εκ αx
lim θ x lim β β

x 

 
   

 
.     

        
     x 0εκ αx εκ αx εκ αx1 1 1 1

.
x x x x x x x


       


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x x

1 1
lim 0 lim

x x 

   
     

   
 νπόηε από Κξηηήξην παξεκβνιήο 

 
x

εκ αx
lim 0

x


 


 

         
   u ax

x 0 x 0 x 0 u 0 u 0

εκ αx εκ u
lim θ x lim β lim a β a β

x u    



     

   
        

   
. 

 

     γ)  
 u 0

1
θ 0 lim 0

g u
  αθνύ  

u 0
limg u


      
x 0 x 0
lim g x lim g x

  
   .  

 

B. α)  
x 0

α limf x 3


      
x 0 x 0
lim f x lim f x 3

  
  . 

         Η θ είλαη ζπλερήο ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο άξα     
x 0
lim θ x θ 0 α β 0 3 β 0 β 3


          . 

 

    β)  Από ηε ζπλέρεηα ηεο θ έρνπκε      
x 0 x 0
lim θ x θ 0 0 lim h x 0

  
     νπόηε θαη 

            
x 0
limh x 0


  αθνύ ππάξρεη. 

            
 

   
2

2
x γ 1 x δ 2

h x x γ 1 x δ 2 h x x
x

   
         νπόηε  

                 2

x 0 x 0
lim x γ 1 x δ 2 lim h x x δ 2 0 δ 2
 

             . 

           Γηα δ 2   :   
 2

x 0 x 0 x 0

x γ 1 x x
limh x lim lim

x  

 
 

 x γ 1

x

 
γ 1 0 γ 1     . 

     γ) Από ην πξνεγνύκελν εξώηεκα  
2x

h x x
x

   νπόηε:  

 εκ 3x
3,x 0

x

θ x 0,x 0

x,x 0


 


 
 



. 

    δ) Θεωξνύκε ηελ ζπλάξηεζε        γ x θ x α x ,x 2π,0     . Η γ είλαη ζπλερήο ζην  2π,0  . 

               
 εκ 6π

γ 2π θ 2π α 2π 3 2π 2π 3 0
2π


         


  . 

               γ 0 θ 0 α 0 0 0 2π 2π 0       . 

           Άξα    γ 2π γ 0 0  . 

       Επνκέλωο ηζρύνπλ νη πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζεωξήκαηνο Bolzano νπόηε ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  

       0x 0,2π  ηέηνην ώζηε      0 0 0γ x 0 f x α x    άξα νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηωλ ζπλαξηήζεωλ θ  

      θαη  α x x 2π   ηέκλνληαη ζ’ έλα ηνπιάρηζηνλ ζεκείν κε ηεηκεκέλε αξλεηηθή θαη κεγαιύηεξε  

       ηνπ 2π  . 

 

6. Δίλεηαη ζπλάξηεζε f παξαγωγίζηκε ζην  θαη ε ζπλάξηεζε  

    
    2g x f x x 6    ηεο νπνίαο ε γξαθηθή παξάζηαζε δίλεηαη  

      ζην δηπιαλό ζρήκα. 

   α) Να κειεηήζεηε ηελ f ωο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα. 

   β) Να δείμεηε όηη ε fC  δέρεηαη νξηδόληηα εθαπηνκέλε ζην 0x 0 . 

   γ)  Να δείμεηε όηη ππάξρνπλ  1 2μ ,μ 2,2   ηέηνηα, ώζηε    

                              1 2f μ f μ 0   . 

   δ)  Να ππνινγίζεηε ηα όξηα:  

      i)  
 x

1
lim

g x
  ii) 

 
x 0

g x 4
lim

εκx


  iii)    g x

x
lim g x e


 
 
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   ε) Να δείμεηε όηη ε εμίζωζε     4 3 2g x x 3 f x x 6x 10x       έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ξίδα ζην  3,4  

Λύζε 

 

α) Από ην ζρήκα παξαηεξνύκε όηη ε g είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  ,0  θαη γλεζίωο θζίλνπζα  

   ζην  0, . 

   Είλαη        2 2g x f x x 6 f x g x x 6        

   Έζηω  1 2x ,x ,0   κε 1 2x x  . Είλαη    1 2g x g x  θαη 
2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2x x x x x 6 x 6           

   νπόηε θαη        2 2

1 1 2 2 1 2g x x 6 g x x 6 f x f x        άξα ε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  ,0 . 

  Έζηω  1 2x ,x 0,   κε 1 2x x  . Είλαη    1 2g x g x  θαη 
2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2x x x x x 6 x 6           

   νπόηε θαη        2 2

1 1 2 2 1 2g x x 6 g x x 6 f x f x        άξα ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  0, . 

   Η g έρεη κέγηζην ην  g 0 4 , νπόηε  g x 4  (1).  2x 6 6    (2) 

         1 2 f x 10 f 0     άξα ε f έρεη κέγηζην ην  f 0 10 . 

 

β) Από ην ζρήκα παξαηεξνύκε όηη  g 0 0  . 

   Είλαη       2g x f x x 6 f x 2x
       άξα     g 0 0 f 0 0     νπόηε ε f δέρεηαη νξηδόληηα  

   εθαπηνκέλε ζην 0. 

 

γ) Είλαη    f 2 g 2        
0 2

2 6 2, f 2 g 2    
0

22 6 2    

   Γηα ηελ f εθαξκόδεηαη ην Θ.Μ.Τ. ζηα δηαζηήκαηα    2,0 , 0,2  , νπόηε ππάξρνπλ    1 2μ 2,0 , μ 0,2     

   ηέηνηα ώζηε:  
   

1

f 0 f 2 10 2
f μ 4

0 2 2

  
   


 θαη  

   
2

f 2 f 0 2 10
f μ 4

2 0 2

 
    


. 

   Είλαη    1 2f μ f μ 4 4 0     . 

 

δ) i) Από ην ζρήκα παξαηεξνύκε όηη  
x
lim g x


 άξα 
 

 g x u

x u u

1 1
lim lim 0

g x u



  
   

    ii)  
     

   
 

x 0 x 0 x 0

g x g 0
g x 4 g x g 0 g 0xlim lim lim 0

εκxεκx εκx 1

x

  


 

     . 

 

    iii) Από ην ζρήκα παξαηεξνύκε όηη  
x
lim g x


 άξα  

       

   
 

 
g x ω

g x ω

ω ωx ω ω ω DLH ω

ω 1
lim g x e lim ωe lim lim 0

e e

 
   

     

     
 

  

 

ε)      4 3 2g x x 3 f x x 6x 10x f x        2x 6 x 3 f x     4 3 2x 6x 10x     

    4 3 2x 6x 9x x 3 0       

   Έζηω   4 3 2h x x 6x 9x x 3     . Παξαηεξνύκε όηη  h 3 0 , νπόηε κε βάζε ην ζρήκα Horner ε h  

   γίλεηαη:     3 2h x x 3 x 3x 1    . 

   Έζηω    3 2θ x x 3x 1, x 3,4     . Είλαη    θ 3 1 0, θ 4 64 48 1 15 0        , δειαδή 

      θ 3 θ 4 0  θαη επεηδή ε θ είλαη ζπλερήο ωο πνιπωλπκηθή, ζύκθωλα κε ην ζεώξεκα Bolzano ππάξρεη 

    3x 3,4  ηέηνην ώζηε  3θ x 0 . Τόηε     3 2

3 3 3 3h x x 3 x 3x 1 0     . 
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7. Δίλεηαη ζπλάξηεζε f παξαγωγίζηκε ζην  0,  θαη ε ζπλάξηεζε  

     
   xg x e f x  ηεο νπνίαο ε γξαθηθή παξάζηαζε δίλεηαη ζην δηπιαλό  

      ζρήκα. 

  α) Να δείμεηε όηη ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα. 

  β) Να δείμεηε όηη  
x
lim f x 0


 . 

  γ) Να βξείηε ην πιήζνο ηωλ ιύζεωλ ηεο εμίζωζεο  f x α, α  . 

  δ) Αλ ε g  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  0,  , λα       

      δείμεηε όηη      2g 5 g 4 g 6   . 

    ε) Να ππνινγίζεηε ηα όξηα:  

    i.  
 x 0

1
lim

g x 10 
           ii. 

 
 

x

1
lim εκf x

f x

 
 
  

   iii.  
 x

1
lim f x εκ

f x

 
 
  

  

ζη) Υιηθό ζεκείν Μ θηλείηαη επί ηεο gC  θαη ε ηεηκεκέλε ηνπ απμάλεηαη κε ξπζκό 1  

   κνλάδα ην δεπηεξόιεπην. Αλ   3f 3 e   λα βξείηε ηελ ηαρύηεηα απνκάθξπλζήο ηνπ  

   από ηελ αξρή ηωλ αμόλωλ, ηε ρξνληθή ζηηγκή πνπ δηέξρεηαη από ην ζεκείν  A 3,4 . 

Λύζε 

 

α) Από ην ζρήκα παξαηεξνύκε όηη ε g είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  0, .  

      Είλαη      
 

 x x

x

g x
g x e f x f x g x e

e

     

      Έζηω  1 2x ,x 0,   κε 1 2x x  . Είλαη    1 2g x g x 0   θαη 1 2x x

1 2x x e e        νπόηε θαη 

            1 2x x

1 2 1 2g x e g x e f x f x     άξα ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  0, . 

 

β) Από ην ζρήκα παξαηεξνύκε όηη  
x
lim g x 1


 , νπόηε       x

x x
lim f x lim g x e 1 0 0

 
    . 

 

γ) Είλαη     x

x 0 x 0
lim f x lim g x e 10 1 10

 



 
    . Επεηδή ε f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  

     A 0,   έρεη ζύλνιν ηηκώλ ην         
x x 0

f A lim f x , lim f x 0,10
 

   .  

    Αλ  α 0,10  ηόηε ππάξρεη κνλαδηθό  ξ 0,   ηέηνην ώζηε  f ξ α . 

    Αλ    α ,0 10,     ηόηε  α f Α  θαη ε εμίζωζε είλαη αδύλαηε. 

 

δ) Είλαη  
x
lim g x 1


 , όκωο       

    
 x x

xx x DLH x

e g x e
lim g x lim lim

e

 
 
 

  
 

  xg x e  
x

g x

e


    

x
lim g x g x


    

   Έζηω      θ x g x g x   κε  
x
lim θ x 1


  , ηόηε      g x θ x g x    θαη 

        
x x
lim g x lim θ x g x 1 1 0
 

          

 

 

ε) Γηα ηελ g εθαξκόδεηαη ην ζεώξεκα Μέζεο Τηκήο ζηα δηαζηήκαηα    4,5 θαη 5,6 , νπόηε ππάξρνπλ 

      1 2μ 4,5 θαη μ 5,6   ηέηνηα, ώζηε:
 

     
   

   1

g 5 g 4
g μ g 5 g 4

5 4


   


  θαη  

   
   2

g 6 g 5
g μ g 6 g 5

6 5


   


. 

    Είλαη 1 2μ μ θαη ε g είλαη γλεζίωο αύμνπζα νπόηε  
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                     1 2g μ g μ g 5 g 4 g 6 g 5 2g 5 g 4 g 6          

    

ζη) i.  Από ην ζρήκα πξνθύπηεη όηη  
x 0
lim g x 10


  θαη  g x 10  γηα θάζε x 0  ,  

          άξα 
 

 g x 10 u

x 0 x 0 u 0

u 0

1 1
lim lim

g x 10 u  



 

   



  


 

 

      ii. 
 

 
 f x u

x x u 0 u 0
u 0

1 1 εκu
lim εκf x lim εκu lim 1

f x u u 





   


 
   

    

 

     iii.  
 

 
1

u
f x

x x u u
u

1 1 εκu
lim f x εκ lim εκu lim 0

f x u u



   


 
   

    

           Γηα θάζε u 0  είλαη 
εκuεκu 1 1 εκu 1

u u u u u u
       . 

           Επεηδή 
u

1
lim 0

u
 , από ην θξηηήξην παξεκβνιήο είλαη θαη 

u

εκu
lim 0

u
 . 

 

δ) Έζηω     M x t ,y t  , όπνπ     y t g x t . Έζηω 0t  ε ρξνληθή ζηηγκή πνπ ην Μ δηέξρεηαη από ην Α,  

    ηόηε:    0 0x t 3, y t 4   θαη  0x t 1   . 

    Είλαη                          x t x t x t
y t g x t e f x t e x t f x t e f x t x t


       , νπόηε 

                   0 0x t x t 3 3 3 3

0 0 0 0 0y t e x t f x t e f x t x t e 1 4e e e 1 5               

 

    Είλαη       2 2OM t x t y t   θαη    
2

OM t 
   x t x t 2     y t y t

2



   2 2x t y t
, νπόηε 

       0
2 2

3 1 4 5 23
OM t

53 4

    


κνλάδεο κήθνπο/sec. 

 

 

8. Δίλεηαη ζπλάξηεζε f  παξαγωγίζηκε ζην  θαη ε ζπλάξηεζε  

     
   g x f x x 1    ηεο νπνίαο ε γξαθηθή παξάζηαζε δίλεηαη ζην  

     δηπιαλό ζρήκα. 

  α) Να δείμεηε όηη ε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα. 

  β) Να βξείηε ην πιήζνο ηωλ ιύζεωλ ηεο εμίζωζεο  f x 2018 . 

  γ) Να βξείηε ηελ εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην 0x 0 . 

  δ) Να δείμεηε όηη ε f   είλαη ζπλερήο ζην  0x 0 . 

  ε) Να ππνινγίζεηε ηα όξηα:   

       i.  
   x x

x 0

e f x e f x 1
lim

2x

  
 θαη        ii.       2

x
lim f x f x f x


    

  ζη) Υιηθό ζεκείν Μ θηλείηαη επί ηεο fC  θαη ε ηεηκεκέλε ηνπ απμάλεηαη κε ξπζκό 1 κνλάδα ην  

       δεπηεξόιεπην. Να βξείηε ηνλ ξπζκό κεηαβνιήο ηεο απόζηαζήο ηνπ από ηελ αξρή ηωλ αμόλωλ, ηε  

       ρξνληθή  ζηηγκή πνπ δηέξρεηαη από ην ζεκείν   A 0,f 0 . 

Λύζε 

 

α) Από ην ζρήκα παξαηεξνύκε όηη ε g είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην .  
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   Είλαη        g x f x x 1 g x x 1 f x        

   Έζηω 1 2x ,x   κε 1 2x x  . Είλαη    1 2g x g x  θαη 1 2x 1 x 1     νπόηε θαη 

          1 1 2 2 1 2g x x 1 g x x 1 f x f x        άξα ε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην . 

 

β) Γηα θάζε x 0  είλαη  g x 0      f x x 1 0 f x x 1      . Επεηδή  

   
x
lim x 1


    είλαη θαη  
x
lim f x


  . Γηα θάζε x 0  είλαη  g x 0    

     f x x 1 0 f x x 1      . Επεηδή  
x
lim x 1


    είλαη θαη  
x
lim f x


  . 

   Επεηδή ε f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο αύμνπζα ζην A   έρεη ζύλνιν ηηκώλ ην 

        
x x

f A lim f x , lim f x
 

   . Επεηδή  2018 f A  ππάξρεη κνλαδηθό 1x   ηέηνην, ώζηε 

   1f x 2018 . 

 

γ) Από ην ζρήκα παξαηεξνύκε όηη ε επζεία y x  είλαη εθαπηνκέλε ηεο gC  ζην Ο, νπόηε   εg 0 ι 1   .  

   Είλαη       g x f x x 1 f x 1       , άξα      g 0 1 f 0 1 1 f 0 2        . Είλαη  

        g 0 0 f 0 1 0 f 0 1       . 

   Η εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην 0x 0 έρεη εμίζωζε    y f 0 f 0 x y 2x 1      . 

 

δ) Είλαη  
 

x 0

f x 1
f 0 2 lim 2

x


    . Όκωο 

    

 
 

0

0

x 0 DLH x 0 x 0

f x 1f x 1
lim lim limf x

x x

 
 
 

  


 


, άξα 

      
x 0
limf x 2 f 0


    , νπόηε ε f  είλαη ζπλερήο ζην  0x 0 . 

 

ε) i.  
         xx x

2 2x 0 x 0

e f x 1 f x 1e f x e f x 1
lim lim

2x 2x 

     
  

 
 

  

       
      

x x

2x 0 x 0

e 1 f x 1 f x 1e 1 1
lim2 lim 2 1

2x 2x x 2 

  
     .  

       (

0

x x0

x 0 DLH x 0

e 1 e 1
lim lim

2x 2 2

 
 
 

 


   θαη 

 
 

x 0

f x 1
lim f 0 2

x


  )  

 

  ii. Από ην ζρήκα πξνθύπηεη όηη  
x
lim g x 1


   , νπόηε     

       
x x
lim f x lim g x x 1
 

     .       2

x
lim f x f x f x


     

   
             

     

2 2

2x

f x f x f x f x f x f x
lim

f x f x f x

   


 
 

  
      

 
 

 

 
2

2 2 2

x x

2

f x f x f x f x
lim2 lim

1
f x 1 f x

f x

 

 


 
   

 

   2f x f x 

 
 
1

f x 1 1
f x


 

   
 
 

  
 

x

f x
lim




 f x
 
1

1
f x



0

1

2

1


 
 
 
 

 

 

ζη) Έζηω     M x t ,y t  , όπνπ     y t f x t  .Έζηω 0t  ε ρξνληθή ζηηγκή πνπ ην Μ δηέξρεηαη από ην Α,  

    ηόηε:         0 0 0x t 0, y t f x t f 0 1      θαη  0x t 1   . Είλαη       2 2OM t x t y t   θαη  



                                                                                                                                             www.Askisopolis.gr 

18 

 

      
       

   

           

   2 2 2 2

x t x t f x t f x t x t2x t x t 2y t y t
OM t

2 x t y t x t y t

     
 

, νπόηε 

      
   

 
0

22

0 1 f 0 f 0 1
OM t 2

0 1

     

 

κνλάδεο κήθνπο/sec 

 

9. Δίλεηαη ζπλάξηεζε f παξαγωγίζηκε ζην  0,  θαη ζπλάξηεζε g:  0,   κε  

    
 

  xf x e
g x

x


  θαη  g 1 2e   , ηεο νπνίαο ε γξαθηθή παξάζηαζε δίλεηαη ζην  

     δηπιαλό ζρήκα. 

  α) Να ππνινγίζεηε ηα όξηα: 

        i. 
 x 0

1
lim

f x 1 
       ii. 

 
x 1

g x
lim

x 1 
           iii. 

 

2

x 1

x x
lim

f x e




  

  β) Αθνύ δείμεηε όηη   f 1 e , λα ππνινγίζεηε ηα όξηα: 

        i.  
x
lim f x


              ii.  
x 0
limf x


    

  γ) Αλ 0 α β   λα δείμεηε όηη     α ββf α αf β βe αe   . 

  δ) Να δείμεηε ππάξρεη  μ 1,   ηέηνην, ώζηε  f μ 9  .  

Λύζε 

 

α) Είλαη  
 

       
x

x x
f x e

g x xg x f x e f x xg x e
x


        

    Επεηδή  
x 0
lim g x 2


  , είλαη     x

x 0 x 0
lim f x lim xg x e 1

  

      θαη επεηδή ε f είλαη ζπλερήο, είλαη θαη  

    f 0 1  . 

   Γηα θάζε  x 0,1  είλαη  
   

 
x x 0,1

x
f x e

g x 0 0 f x e
x


     , νπόηε   x

x 0 x 0
lim f x lim e 1

  
  , άξα γηα  

  ηηκέο ηνπ x πνιύ θνληά ζην 0, είλαη  f x 1 0  . 

    i. 
 

 f x 1 u

x 0 x 0 u 0

u 0

1 1
lim lim

f x 1 u  



 

   



  


  

 

    ii. 
     

 
x 1 x 1

g x g x g 1
lim lim g 1 2

x 1 x 1 


  

 
  

 

 

    iii. Είλαη      g 1 0 f 1 e 0 f 1 e       

     Είλαη  
      x xx

2

f x e x f x ef x e
g x

x x

     
    

 
 θαη  

      
   

   
2

f 1 e f 1 e
g 1 2e 2e f 1 e 2e f 1 3e

1

   
          . 

 

       
 

 

       

2

x 1 x 1 x 1

x x 1x x x 1 1
lim lim lim

f x f 1f x e f x e f 1 3e

x 1

  


   

 



   

    

β) i. Από ην ζρήκα πξνθύπηεη όηη  
x
lim g x


   . Τόηε     x

x x
lim f x lim xg x e
 

      . 
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      Είλαη  
 

 
   

 
x x xf x e f x f xe e

g x g x g x
x x x x x


       . 

      Επεηδή 
x x

x DLH x

e e
lim lim

x 1

 
 
 

 
    , είλαη  

 
 

x

x x

f x e
lim lim g x

x x 

 
       

 
. Όκωο 

      
   

x DLH x

f x f x
lim lim

x 1

 
 
 

 


  , άξα  

x
lim f x


   . 

    

  ii. Είλαη  
  x

x 0 x 0

f x e
lim g x 2 lim 2

x  


     . Όκωο 

    
   

  

0
x x0

x

DLHx 0 x 0 x 0

f x e f x e
lim lim lim f x e 2

x 1  

 
 
 

  

 
      

    Θέηνπκε        x xf x e θ x f x θ x e       , νπόηε     x

x 0 x 0
lim f x lim θ x e 2 1 1

  

         

 

γ) Από ην ζρήκα πξνθύπηεη όηη ε g είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο,  

   νπόηε    g α g β   
   

   
α β

α β
f α e f β e

βf α βe αf β αe
α β

 
     

 

   

    α ββf α αf β βe αe    

 

δ) Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε    h x f x 9x  , x 0  . 

   Είλαη    h 1 f 1 9 1 9 8 0        . 

   Είλαη     
 

 
x x x

f x
lim h x lim f x 9x lim x 9

x  

  
          

   

, άξα ππάξρεη γ 1  θαη πάξα  

   πνιύ κεγάινο, ηέηνηνο ώζηε  h γ 0 . 

   Επεηδή ε h είλαη ζπλερήο ζην  1,γ  ζα παξνπζηάδεη κέγηζηε θαη ειάρηζηε ηηκή ζην δηάζηεκα απηό.  

   Είλαη  
   

x 1

h x h 1
h 1 0 lim 0

x 1


   


, άξα πνιύ θνληά ζην 1 από ηηο κεγαιύηεξεο ηηκέο είλαη 

   
   h x h 1

0
x 1





. Όκωο x 1 0   νπόηε        h x h 1 0 h x h 1    , νπόηε ε h δελ έρεη ειάρηζην ζην 

   x 1  . 

   Είλαη  
   

x γ

h x h γ
h γ 0 lim 0

x γ


   


, άξα πνιύ θνληά ζην γ από ηηο κηθξόηεξεο ηηκέο είλαη 

   
   h x h γ

0
x γ





. Όκωο x γ 0   νπόηε        h x h γ 0 h x h γ    , νπόηε ε h δελ έρεη ειάρηζην ζην  

   x γ  .  

   Επεηδή ε h παξνπζηάδεη ειάρηζηε ηηκή ζην  1,γ θαη απηή δελ είλαη ζηα άθξα ηνπ δηαζηήκαηνο, ζα ππάξρεη  

    μ 1,γ  ζην νπνίν ε h ζα παξνπζηάδεη ειάρηζηε ηηκή. Τόηε όκωο από ην ζεώξεκα Fermat ζα ηζρύεη όηη   

       h μ 0 f μ 9 0 f μ 9        .  
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10. Έζηω δύν θνξέο παξαγωγίζηκε ζπλάξηεζε f :  . 

      Σην δηπιαλό ζρήκα δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο παξαγώγνπ  

      ηεο f ζην δηάζηεκα  1,5 . 

  α)i. Να πξνζδηνξίζεηε ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία ε f είλαη 

        γλεζίωο αύμνπζα, γλεζίωο θζίλνπζα θαη λα βξείηε ηηο  

       ζέζεηο ηνπηθώλ αθξνηάηωλ ηεο. 

    ii. Να πξνζδηνξίζεηε ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία ε f είλαη     

        θπξηή, θνίιε θαη ηηο ζέζεηο ηωλ ζεκείωλ θακπήο ηεο. 

   β) Έζηω όηη ε f, είλαη πνιπώλπκν ηεηάξηνπ βαζκνύ.  

      i.  Να βξείηε ηελ f   θαη λα ζρεδηάζεηε ηελ ππόινηπε  

         γξαθηθή ηεο παξάζηαζε. 

     ii. Να βξείηε ηελ f, αλ επηπιένλ γλωξίδεηε όηη  f 0 1 . 

    iii. Να θάλεηε κηα πξόρεηξε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f. 

 

 

 

Λύζε 

 

α) i. Σηα δηαζηήκαηα  1,0  θαη  1,4  είλαη  f x 0   θαη επεηδή ε f είλαη ζπλερήο, είλαη γλεζίωο θζίλνπζα  

     ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα  1,0  θαη  1,4 . 

     Σηα δηαζηήκαηα  0,1  θαη  4,5  είλαη  f x 0   θαη επεηδή ε f είλαη ζπλερήο, είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζε  

    θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα  0,1  θαη  4,5 . 

    Η f έρεη ηνπηθό ειάρηζην ζηα 0x 0
,
 1x 4  θαη ηνπηθό κέγηζην ζην 2x 1 . 

  

  ii. Σηα δηαζηήκαηα 
1

1,
2

 
 
 

 θαη  3,5  ε f   είλαη γλεζίωο αύμνπζα, άξα ε f είλαη θπξηή ζε θαζέλα από ηα  

     δηαζηήκαηα απηά. Σην δηάζηεκα 
1

,3
2

 
 
 

 ε f   είλαη γλεζίωο θζίλνπζα, άξα ε f είλαη θνίιε ζην δηάζηεκα  

     απηό. Η f έρεη ζεκεία θακπήο ηα 
1 1

,f
2 2

  
  

  
 θαη   3,f 3 . 

 

β) i. Αλ ε f είλαη πνιπώλπκν ηεηάξηνπ βαζκνύ, ηόηε ε f   είλαη ηξίηνπ βαζκνύ.  

     Έζηω   3 2f x x x x , 0          . Από ην ζρήκα παξαηεξνύκε όηη  

    f 0 0 0      ,  f 1 0 0      (1),  

    f 3 6 27 9 3 6 9 3 2                (2) θαη  

    f 4 0 64 16 4 0 16 4 0             (3). 

    Από ην ζύζηεκα ηωλ (1), (2), (3) πξνθύπηεη όηη 1, 5      θαη 4  , άξα    

      3 2f x x 5x 4x    . 

 

   ii. Επεηδή ε f   είλαη πνιπώλπκν 3νπ βαζκνύ, δελ έρεη αζύκπηωηεο. 

        3

x x
lim f x lim x
 

     θαη   3

x x
lim f x lim x
 

   
 

 γ) i.    
4

3 2 3 2x 5
f x x 5x 4x f x x 2x

4 3

 
         

 
  

      
 

4
3 2x 5

f x x 2x c, c
4 3

     . 

   ii.  f 0 1 c 1    άξα  
4

3 2x 5
f x x 2x 1, x

4 3
      
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    Είλαη  
59

f 1
12

  , 
1 241

f
2 192

 
 

 
,  

19
f 1

12
 ,   

23
f 3

4
  ,       

     
27

f 4
3

   θαη  
13

f 5
12

     

 

 Σπγθεληξωηηθά νη κεηαβνιέο ηεο f ζην δηάζηεκα  1,5   

     θαίλνληαη ζηνλ παξαθάηω πίλαθα. 

 

 

   iii. Επεηδή    
x x
lim f x lim f x
 

   θαη ε f ωο πνιπωλπκηθή  

       4νπ βαζκνύ δελ έρεη αζύκπηωηεο, ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε  

       έρεη ηελ παξαθάηω κνξθή. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

11. Δίλεηαη ε ζπλάξηεζε   f : 2,3   δύν θνξέο 

     παξαγωγίζηκε κε ζπλερή πξώηε παξάγωγν. 

     Από ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f   ε νπνία θαίλεηαη  

    ζην δηπιαλό ζρήκα λα απαληήζεηε ηα επόκελα εξωηήκαηα  

    αλ ηζρύνπλ 

   ●   f 2 2   ,  
3 7

f 1 0,f
2 2

 
   

 
 

   ●   1 2Ε 6,Ε 1   θαη 3Ε 2 .   

α)  Να βξείηε ηα δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο θαη ηα αθξόηαηα ηεο f. 

β) Να κειεηήζεηε ηελ f ωο πξνο ηελ θπξηόηεηα θαη ηα  

     ζεκεία θακπήο. 

γ) Να θάλεηε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f.  

δ) i. Να βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f. 

    ii. Nα ιύζεηε ηελ εμίζωζε  f x α   

 

Λύζε 

 

α)  f x 0   ζηα δηαζηήκαηα    2,1 , 2,3  θαη  f x 0   ζην  1,2  άξα είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζηα  

    δηαζηήκαηα    2,1 , 2,3  θαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  1,2 ,  αθνύ είλαη παξαγωγίζηκε ζην  2,3   

    επνκέλωο θαη ζπλερήο ζ’ απηό ην δηάζηεκα.  

 

x -1         0         1/2            1             3                4               5 

  1   1 + 2  +   2   1      1  + 

 

 

f 
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β)  H  f x 0   ζηα δηαζηήκαηα    2,1 , 2,3  θαη  f x 0   ζην δηάζηεκα  1,2   νπόηε: 

             
1

1
2

1
6 f x dx 6 f x 6 f 1 f 2 6 f 1 4

2
               . 

               
2

2
1

2
1 f x dx 1 f x 1 f 2 f 1 5 f 2 1 f 2 1

1
                    . 

             
3

3
2

3
2 f x dx 2 f x 2 f 3 f 2 2 f 3 1

2
              . 

    f   γλεζίωο αύμνπζα  ζηα δηαζηήκαηα  
3

2, 1 , ,3
2

 
   

 
 θαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην 

3
1,

2

 
 
 

. 

    Άξα ε f είλαη θπξηή ζηα δηαζηήκαηα  
3

2, 1 , ,3
2

 
   

 
 ,θνίιε ζην

3
1,

2

 
 
 

  θαη έρεη ζεκεία θακπήο   

    ηα ζεκεία     1,f 1 1,0       , 
3 3 3 7

,f B ,
2 2 2 2

    
     

    
.        

 

γ)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

δ) Έζηω ηα δηαζηήκαηα      1 2 3Α 2,1 ,Α 1,2 ,Α 2,3 .     

   Η f είλαη ζπλερήο ζηα 1 2 3Α ,Α ,Α  θαη ιόγω ηνπ είδνπο ηεο κνλνηνλίαο ζηα αληίζηνηρα δηαζηήκαηα έρνπκε: 

         1f Α f 2 ,f 1 2,4 ,                2
x 2 x 1

f Α lim f x , lim f x 3,4
  

   θαη        3f Α f 2 ,f 3 3,9        

   Τν ζύλνιν ηηκώλ ηεο f είλαη :          1 2 3f Α f Α f Α f Α 2,9     . 

  Γηα ηελ εμίζωζε  f x α έρνπκε: 

  Αλ α 2 ή α 9    είλαη αδύλαηε. 

  Αλ α 2 ή α 3 ή α 4 ή α 9      κία ιύζε ηελ x 1,2,1,3   αληίζηνηρα. 

 Αλ 2 α 3    ,ηόηε      1 2 3α f Α ,α f Α ,f Α   νπόηε ε εμίζωζε έρεη κία ιύζε ζην Α1. 

 Αλ 3 α 4   ,ηόηε      1 2 3α f Α ,f Α ,f Α  νπόηε ε εμίζωζε έρεη ηξείο ιύζεηο ζηα 1 2 3Α ,Α ,Α αληίζηνηρα. 

 Αλ 4 α 9   ,ηόηε      3 1 2α f Α ,α f Α ,f Α   νπόηε ε εμίζωζε έρεη κία ιύζε ζην Α3. 
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